2.1 Stopa Inflacji

Stopa inflacji, i/, mierzy jak szybko ceny sie zmieniajg jako zmiana
procentowa w skali rocznej.

Oblicza sie ja za pomoca $redniej wazonej czastkowych stép
inflacji, gdzie czastkowa stopa inflacji odpowiada danemu
towarowi.

Wagi odpowiadaja proporcji budzetéw domowych wydanej na dany
towar.
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Stopa Inflacji

W oparciu o zbiér sktadajacy sie z n towardw, stopa inflacji wyraza
sie wzorem
n n
. . 100wy A py
=) wkik =y ————,
k=1 k=1 Pk

gdzie wy jest waga k-tego towaru (proporcja budzetéw domowych
wydang na towar k), ik jest czastkowa stopa inflacji
odpowiadajacej towarowi k, px jest ceng towaru k z poprzedniego
roku, Apk jest zmiang ceny towaru k w ciagu ostatniego roku
(Apx > 0 gdy cena rosnie, Apy < 0 gdy cena maleje).
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Stopa Inflacji

Nalezy zauwazy¢ ze wagi te s3 odpowiednio zmieniane z roku na
rok.

W dodatku, gdy towary zostang przestarzate, zostang usuniete lub
zamienione innymi towarami przy obliczeniu stopy inflacji.

np. Maszyny do pisania zostaty zamienione komputerami, a ptyty
winylowe ptytami kompaktowymi oraz plikami MP3.

3/38



Przyktad 2.1

Zaktadamy ze stopa inflacji jest oparta na czterech rodzajach
towardw: jedzenie, mieszkanie, transport oraz rozrywka.

Udziat tych 4 sektoréw w budzetach domowych oraz poziom cen w

latach 2019 i 2020 podano w nastepujacej tabelce. Wyznaczyé
stope inflacji.

Sektor Udziat (%) | Cena 2019 | Cena 2020
Jedzenie 20 10 10,1
Mieszkanie 50 20 20,3
Transport 20 30 29,7
Rozrywka 10 40 42
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Przyktad 2.1

Inflacja na jedzenie

100(10.1 — 10
a= 20010y,

Inflacja na mieszkanie

. 100(20.3—20)

i 2 1.5(%)
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Przyktad 2.1

Inflacja na transport

. _ 100(20.7-30) _ |

0,
N 30 (%)
Inflacja na rozrywke
. 100(42 —40) _ ,
s = 20 =5(%)
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Przyktad 2.1

Ogolny poziom inflacji.

4
i=Y Wik =02x1+05x15+0.2x (~1)+0.1 x5=1.25%
k=1
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2.1 Wartos¢ Aktualna Renty Statej

Zakfadamy ze dana osoba ma dosta¢ kwote o statej wartosci
nominalnej x przez N okreséw (zwykle miesiecznie lub rocznie),
np. stafa renta/emerytura.

Zaktadamy ze pierwsza wyptata zajdzie w czasie ty, potem wyptaty
zajda co jednostke czasu, czyli ostatnia wyptata zajdzie w czasie
to+ N —1.

Uwaga: Jednostka czasu jest czas miedzy wyptatami.

8/38



Wartos¢ Aktualna Renty Statej

Osoba wolataby dostaé kwote Nx teraz niz taka rente, np. ona
mogtaby zainwestowaé te kwote, braé x w kazdym okresie czasu.
Witedy stan konta po N jednostkach czasu jeszcze bedzie dodatni.

Wiec Nx jest ograniczeniem z goéry na aktualng warto$¢ statej
renty o nomalnej wartosci takiej renty.

Tak jak w Rozdziale 1, zaktadamy ze warto$¢ aktualna przychodu
x, ktéry ma zajé¢ za t jednostek czasu, wynosi V(x; t) = xat,
gdzie a jest dyskontem na jednostke czasu.
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Warto$¢ Aktualna Renty Statej

Czesto dyskonto zalezy od (oczekiwanej) inflacji. Daje to miare sity
nabywczej tej renty.

Gdy oczekiwana inflacja jest 100/% w skali rocznej, opdowiednie
dyskonto roczne wynosi

- 1
14

(07

Gdy inflacja jest dosy¢ niska (< 5% rocznie), mozemy korzystaé z
przyblizenia.
a~1—1.

Czasami dyskonto zalezy od rocznej stopy procentowej (w
réwnaniach powyzej i jest zastapione przez R). Daje to miare "sity
inwestycyjnej” tej renty.

10/38



Wzér na sume szeregu geometrycznego

Niech a; = cr’. Wtedy ag, a1, ao, . . . jest ciagiem geometrycznym

c,cr,cr?,. ... Niech Si bedzie suma pierwszych k elementéw tego

ciagu, ag, ai, - .- ax_1. Mamy
k=1
Sk=Y cr'=c(l+r+rP+...+r1
i=0
Nalezy zanotowac ze
1Sk=c(r+r*+r+...+r).

Odejmujac drugie réwnanie od pierwszego, otrzymujemy

Sk —rSx=c(1— rk) = (1—r)Sk=c(1- rk)
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Wzér na sume szeregu geometrycznego

Wynika z tego ze

k—1 k
. c(l—r%)

Szg =
- i:ocr 1=

Uwaga: c jest pierwszym elementem ciggu a r jest stosunkiem
i+l

r = e ©
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Wzér na sume szeregu geometrycznego

Wynika z tego ze warto$¢ aktualna renty otrzymywanej co
jednostke czasu, zaczynajagc w momencie tg, wyraza sie¢ wzorem

to+N—1
Vi = Z V(x; t)=xa® + xa®t 4. .+ xa/fotN=1

t=tp

=xa®[l4+a+...+ oV

N—-1 ]
=xa® Z o
i=0
")

_xaP(1 -«
B l-«a
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Wynik: Wzér na sume szeregu geometrycznego

Wartos¢ aktualna renty statej, otrzymywanej co jednostke czasu
zacCzynajac w momencie tp, wyraza si¢ wzrorem

xa®(1 - al)

Vi =
A l—«o

9

gdzie x jest wyptata stata, a jest dyskontem na jednostke czasu,
pierwsza wyptata zachodzi w czasie tg oraz N jest liczbg wypftat.

Uwaga 1: Skoro jednostky czasu jest okresem miedzy wyptatami,
nalezy okresli¢ odpowiednie dyskonto (np. miesieczne, zob. wyktad
1 oraz nastepujacy przyktad).

Uwaga 2: xa™ jest wartoscia aktualng pierwszej wypfaty.
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Przyktad 2.2

Stata renta o kwocie 2000zt ma zostaé wyptacona co miesiac przez
10 lat. Zaktada¢ ze oczekiwana inflacja wynosi 5% rocznie.
Korzystajac z odpowiedniego przyblizenia dla dyskonta rocznego,
wyznaczy¢

i) Dyskonto miesieczne

ii) Wartos$¢ aktualna takiej renty (wedtug sity nabywczej), gdy
pierwsza wypfata ma zajs¢ teraz.

iii) Wartos¢ aktualna takiej renty (wedtug sity nabywczej), gdy
pierwsza wypfata ma zaj$¢ za dwa lata.
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Przyktad 2.2

i) Dyskonto roczne, o =~ 1 — i = 0.95.

Dyskonto miesieczne

ap = 0.95Y12 ~ 0.9957.
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Przyktad 2.2

i) W sumie jest 10 x 12 = 120 wyptat.

~2000(1 — 0.9957120)

v 1—0.9957

= 188151.50
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Przyktad 2.2

Pierwsza wyptata (po 2 latach) jest dyskontowane przez
o? = 0.952 (wedtug dyskonta rocznego) [lub, réwnowaznie przez
a%‘ wedtug dyskonta miesiecznego].

Mamy

_ 2000 x 0.952(1 — 0.9957120)
- 1—0.9957

= 169806.73

%4
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Wartos¢ aktualna ogdlnego ciggu przysztych wypftat

Gdy wartoéé wyptat jest zmienna, aby wyznaczy¢ wartoé¢ aktualng,
najtatwiej zsumowaé wyptaty dyskontowane krok po kroku.

Takie ciagi przychoddéw s3 czesto spotykane w analizie kosztéw i
korzysci (zob. Rozdziat 3).
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2.3 Sptacenie pozyczek

Zaktadamy ze dtug o kwocie X ma zostaé sptacony przy
nominalnej stopie rocznej 100R% w ciggu T lat (zaktadamy ze
okresem kapitalizacji jest rok).

Nie bierzemy pod uwage "optat organizacyjnych” (mozna zatozy¢
ze s doliczone do wartosci dtugu).

Zaktadamy ze dtug jest kapitalizowany na poczatku roku w oparciu
0 obecn3g nominalng warto$¢ dtugu.

Zaktadamy ze zastosowano state, miesieczne raty.

20/38



Sptacenie pozyczek

Na przyktad, zaktadamy ze dtuznik ma sptaci¢ pozyczke o wartosci
nominalnej 100 000zt przy stopie rocznej 5% i ratach miesiecznych
$600.

W pierwszym roku, oprocentowanie wynosi 5 000zt (5% z
100 000zt).

Dtuznik sptaca 7 200zt (12 rat o kwocie 600zt).

Wynika z tego ze w pierwszym roku nominalna warto$¢ dtugu
maleje o 2 200zt (=7 200 - 5 000).

Wiec, nominalna wartos$¢ dtugu po roku wynosi 97 800zt
(=100 000-2 200).
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Sptacenie pozyczek

W drugim roku, oprocentowanie wynosi 4 890 (5% wartosci dtugu
nominalnego po pierwszym roku, czyli 0,05x97 800).

Dtuznik sptaca 7 200zt (12 rat o kwocie 600zt).

Wynika z tego ze w drugim roku nominalna warto$¢ dtugu maleje
0 2 310zt (=7 200 - 4 890).

Wiec, nominalna warto$¢ dtugu po dwéch latach wynosi 95 490zt
(=97 800-2 310).

Uwaga: Z czasem nominalna warto$¢ maleje coraz szybciej.
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Ograniczenia na wartos$¢ raty

Dosy¢ tatwo mozemy wyznaczy¢ dolne i gbrne ograniczenia na
odpowiednig rate za pomoca nastepujacych faktéw:

1. Dolne ograniczenie - W pierwszym okresie suma rat
miesiecznych musi by¢ wieksza niz odsetki.
2. Goérne ogranicznenie - Rata miesieczna musi by¢

mniejsza od tej, ktéra zapewnia ze nominalna

., . . - X(T-1)
wartos¢ dtugu po jednym okresie wynosi ———.

Gérne ograniczenie wynika z faktu ze nominalna warto$¢ dtugu
spada coraz szybciej, czyli gdy proporcja 1/ T dtugu jest sptacona
w pierwszym okresie, wartos¢ sptacona w ciggu T okreséw bedzie
wieksza niz nominalna warto$¢ dtugu.
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Ograniczenia na wartos$¢ raty

Zaktadamy ze sie ptaci F rat rocznie (czyli przy ratach
miesiecznych F = 12):

¥ jest ograniczeniem na wartos¢ raty z dotu.

w jest ograniczeniem na wartos¢ raty z gory.
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Ograniczenia na wartos$¢ raty

Na przyktad, gdy pozyczono 100 000zt na 20 lat przy nominalnej
stopie rocznej 10% i kapitalizacji roczne;.

Aby sptaci¢ oprocentowanie w pierwszym roku (XR =10 000zt),
rata miesieczna wynosi % = 833, 33 (jest to ograniczenie z
dotu).

Teraz obliczamy ograniczenie na warto$¢ raty z géry

X(R+1/T) _ 100000(0,1 + 0, 05)
F - 12

= 1250.
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Ograniczenia na wartos$¢ raty

Wynika z tego ze rata miesieczna musi byé miedzy 833,33zt a
1250zt.

Jest to dosy¢ szeroki przedziat, ale przynajmniej ilustruje jakiego
rzedu ma by¢ rata.
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Réwnanie réznicowe dla nominalnej wartosci dtugu

Niech nominalna warto$¢ dtugu po t okresach bedzie x;,
t=0,1,..., T, gdzie T jest termin sptacenia, p jest rata
miesieczna, xp = X jest nominalna warto$¢ pozyczki.

Wynika z tego ze po t + 1 okresach nominalna warto$¢ dtugu
wynosi
xe41 = (14+ R)xe — Fp,  x0 = X,

gdzie R jest roczna stopa procentowa. Pierwsza skfadowa,

(1 + R)xt, jest nominalng warto$cia dtugu po natozeniu
oprocentowania, F jest liczba rat w okresie miedzy kapitalizacjami
dtugu, (tutaj F = 12), czyli druga sktadowa jest sumg rat
ptaconych w ciggu roku.

Korzystajac z tego wzoru, mozemy tatwo wyznaczy¢ nominalna
warto$¢ dtugu po t lat za pomoca np. Excela.
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Wyznaczenie odpowiedniej raty miesieczne;

Korzystajac z rébwnania réznicowego z ostatniego slajdu, mozna
wyznaczy¢ wzdr na nominalng wartos¢ dtugu po t latach (w tym
kursie nie obowiazuje).

Skoro z definicji x7 = 0 (dtug zostanie sptacony po T latach),
otrzymujemy nastepujacy wzér na odpowiednia rate miesieczna:
_ RX(1+R)T
P Fa+RT -1

gdzie F jest liczba rat ptaconych w kazdym roku (miedzy
kapitalizacjami), tutaj 12.
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Przyktad 2.3

Zaktadamy ze pozyczono 100 000zt na 20 lat przy stopie roczne;j
10% natozonej co roku.

i) Wyznaczy¢ odpowiednia rate miesieczna.

ii) W oparciu o taka wyptate, wyznaczy¢é nominalng warto$¢ tego
dtugu po t latach, gdzie t = 1,2, 3.
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Przyktad 2.3

 ORX(1+R)T

PR+ R)T —1]
0.1 x 100000 x 1.12°
0 12(1.120 1)

= 978.83.
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Przyktad 2.3

x¢ - dtug po t latach

xe+1=(1 + R)xt — Fp
x1=1.1 x 100000 — 12 x 978.83 = 98254.04
xp=1.1 x 98254.04 — 12 x 978.83 = 96333.48
x3=1.1 x 96333.48 — 12 x 978.83 = 94220.87
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Efektywna stopa procentowa

Nalezy zanotowa¢ ze kapitalizacja zachodzi na poczatku kazdego
okresu.

Czyli nominalna stopa procentowa nie uwzglednia faktu ze czesé
dtugu jest sptacona podczas kazdego okresu.

Wynika z tego ze efektywna stopa procentowa jest wieksza niz
nominalna stopa procentowa.
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Efektywna stopa procentowa

Efektywny koszt pozyczenia mozna wyrazi¢ za pomoca efektywne;j
rocznej stopy procentowej APR (z angielskiego, annual percentage
rate).

Przy statych ratach mozna oszacowaé APR, Rg, za pomoca wzoru

2AF
X(N+1)

E R

gdzie F jest liczba rat w ciagu roku (tutaj 12), N jest liczba
wszystkich rat oraz A jest réznica miedzy suma rat a nominalna
wartoscig pozyczki, czyli A = Np — X.
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Oszacowanie APR

W tym wypadku, N = 12T (12 rat co roku przez T lat).

Réznica miedzy suma rat a nominalng wartoscig pozyczki wynosi
A=12Tp — X (suma rat minus nominalna warto$¢ pozyczki).

Wiec,
_24(12Tp — X)
ET T X(2T +1)
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Realna stopa procentowa

Realna stopa procentowa uwzglednia fakt ze rzeczywista warto$é
pieniedzy maleje wzgledem czasu z powodu inflacji.

Zaktadamy ze effektywna stopa procentowa wynosi 100R% rocznie
oraz inflacja wynosi 100/% rocznie.

Realna stopa procentowa, 100r%, spetnia réwnanie

1+R

1+r= .
tr=9

Gdy inflacja jest niska, mozemy korzystac z przyblizenia

r~R-—1.
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Przyktad 2.4

i) Oszacowaé APR dla pozyczki z przyktadu 2.3.

ii) Zaktadamy ze inflacja roczna wynosi 3%. W oparciu o APR,
oszacowacd realna stope procentowa za pomoca

a) wzoru na realng stope procentowa

b) aproksymacji.
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Przyktad 2.4

i) Nadwyzka:
A =12 x 20 x 978.83 — 100000 = 134919.20

Liczba rat N = 12 x 20 = 240.

o 2AF
FTX(N+1)
| 24 x 134919.20

= — =0.134
100000 x 241 0.134359

Efektywna stopa (APR): 13.4359%.
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Przyktad 2.4

1+Re 1134359

R I E
1+ ra1.10132 = r ~ 0.10132

Stopa realna: 10.132%.
b)
r~ Rg — i =10.4359%.
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