4. Ubezpieczenie Zyciowe

Sktadka ubezpieczeniowa musi braé pod uwage nastepujace
czynniki:

1. Kwote wyptacong przy Smierci ubezpieczonego oraz
jej wartos¢ aktualna.

2. Rozktad czasu do $mierci ubezpieczonego w

zaleznosci od aktualnego wieku (oraz innych
czynnikéw).

3. Pozostate koszty (administracja, podatki itp.)

Rozwazamy tylko pierwsze dwa rodzaje czynnikéw i okreslamy tak
zwanga sktadke netto.
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Tabelka Umieralnosci

Rozktad czasu do $mierci jest oszacowany za pomoca tabelek
umerialnosci.

Tabelki te sa oparte na prébie jednostek urodzonych w danym
okresie czasu, czyli na tak zwanej kohorcie.

Najbardziej przydatna informacja w tych tabelkach jest
intensywno$¢ zgonéw w wieku t (jednostka czasu jest zwykle rok).

Intensywno$¢ zgondw w wieku t réwna sie prawdopodobienstwu
tego ze osoba umiera przed wiekiem t + 1 przy warunku ze jeszcze
zyje w wieku t.
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Tabelka Umieralnosci

Niech N; bedzie liczbg oséb w kohorcie, ktére jeszcze zyja w wieku
t.

Wtedy liczba oséb, ktére umieraja przed wiekiem t + 1 przy
warunku ze jeszcze zyja w wieku t wynosi My, gdzie

M; = Ni — Nets

Dzielac przez liczbe oséb jeszcze zyjacych w wieku t, otrzymujemy
estymator intensywnosci zgonéw w wieku t.

_ Nt = N

my
N

Przezywalnos$¢ w wieku t, s;, wyraza sie wzorem s; = 1 — my.
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Tabelka Umieralnosci

Wiek | Rozmiar kohorty | Liczba zgondéw | Intensywno$¢ zgondéw
40 9 377 225 28 319 5307995 = 0,003020
41 9 348 906 30 758 5345905 = 0,003290
42 9 318 148 33173 53sras = 0,003560
43 9 284 975 35 933 3aga0s = 0,003870
44 9 249 042 38 753 Saaaoas = 0,004190
45 9 210 289 41 907 9510955 = 0,004550
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Tabelka Umieralnosci

Estymator prawdopodobienstwa tego ze osoba dozyje do wieku
t + k przy warunku ze dozyje do wieku t, o¢ i, réwna sie
proporcji oséb dozywajacych do wieku t, ktére tez dozyja do wieku
t + k. Wiec

Ot,t+k = M

’ Nt

Wynika z tego ze prawdopodobienstwo zgonu miedzy wiekami t a
t + k wynosi ¢ +1k, gdzie

Mt t+k = 1- Ot t+k-
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Tabelka Umieralnosci

Nalezy zauwazy¢ ze obecnie intensywnosci zgonéw s3 nizsze niz w
przesztosci, wiec estymatory oparte na tabelkach umieralnosci
ogolnie przeszacuja intensywnosci zgondw aktualnych kohort.

Wynika z tego ze opdowiednie sktadki tez s3 przeszacowane.

Firmy ubezpieczeniowe czesto biorg pod uwage trendy w
intensywnos$ciach zgondw aby oszacowaé intensywnosci zgonéw
aktualnej kohorty (nie rozwazamy tych metod tutaj).

Nalezy zauwazy¢ ze gdy firma ubezpiecza osoby dopiero po
badaniach medycznych, wtedy intensywnos¢ zgonéw u
nowoubezpieczonych jest nizsza niz u tych, ktérzy sie ubezpieczyli
jakis$ czas temu.

6/39



Sktadka jednorazowa

Rozwazamy polise, przy ktérej firma wyptaci dang kwote nominalng
po Smierci ubezpieczonego, o ile umrze w danym okresie czsasu.

Cena netto takiej polisy réwna sie kwocie, ktérg nalezy od razu
zainwestowaé zeby pokrywaé oczekiwane koszty wyptaty w
wypadku $mierci ubezpieczonego.

Zakfadamy ze termin sktadki jest na poczatku roku, a wypfata
zajdzie pod koniec roku $mierci.

Z powodu awersji do ryzyka, firma ubezpieczeniowa zaktada ze
stopa procentowa bedzie dosy¢ niska. Gdy stopa ta jest wyzsza,
firma zyksuje.
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Ubezpieczenie na jeden rok

Zaktadamy ze osoba jest w wieku t, kwota nominalna do
wyptacenia po Smierci ubezpieczonego wynosi K a stopa
procentowa jest 100R%.

Odpowiednia sktadka, P jest

_ Kmt
1+ R

N?Ieiy zauwazy¢ ze HLR jest kwota, ktéra naleiy. od.razu .
zainwestowaé aby pokry¢ wyptate w wypadku $mierci, a m; jest
prawdopodobienstwem S$mierci.
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Przyktad 4.1

Zaktadamy ze osoba w wieku 40 chce sie ubezpieczy¢ na rok.
Wyptata w wypadku $mierci ma by¢ $100 000.

Roczna stopa procentowa jest 4% a intensywno$¢ zgondéw nalezy
oszacowac za pomoca tablicy umeralnosci (zob. powyzej).

Wyznaczy¢ odpowiednig sktadke jednorazows.
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Przyktad 4.1

Mamy
~ Kmy
1+ R’
where K = 100000, m4o = 0,00302, R = 0,04. Hence

100000 x 0, 00302
V= ’ =2 :
T 90, 38

10/39



Jednorazowa sktadka na dtuzszy okres czasu

Zaktadamy ze osoba kupuje polise w wieku t lat.

Prawdopodobienstwo tego ze umrze w i-tym roku polisy (czyli w
wieku t + i —1), p; (i > 1) wyraza sie¢ wzorem

~ Neypio1 — Niyi
Pi=—""N
t

Jest to liczba oséb umierajacych w wieku miedzy t +7i—1a t+ i
(czyli w i-tym roku polisy) podzielona przez liczbe oséb
dozywajacych do wieku t (czyli na poczatku polisy).

Nalezy zauwazyé ze p; = my, czyli prawdopodobienstwo tego ze
kto$ umrze w pierwszym roku réwna sie intensywnos$ci zgonéw w
tym roku.
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Jednorazowa sktadka na dtuzszy okres czasu

Natomiast, gdy / > 1, prawdopodobienstwo tego ze kto$ umiera w
wieku t 4+ i — 1 przy warunku ze dozyt do wieku t nie réwna sie
intensywnosci zgonéw w wieku t + i — 1 (prawdopodobienstwo
tego ze kto$ umiera przed t + i-tymi urodzinami przy warunku ze
dozyt do wieku t + i — 1).

Gdy juz mamy intensywno$¢ zgondéw w wieku t + i — 1, mozemy
tez wyznaczyé prawdopodobienstwo $mierci w i-tym roku polisy za
pomoca nastepujacego wzoru

Nepi—imeqpi—1
N

Pi = Ot t+i—1Mt4j—1 =

czyli prawdopodobienstwo tego ze osoba dozyje do wieku t + i —1
pomnozone przez intensywno$¢ zgondéw w wieku t + i — 1.
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Jednorazowa sktadka na dtuzszy okres czasu

Zaktadamy ze ubezpieczony jest w wieku t, suma wyptacona w
wypadku $mierci wynosi K i stopa procentowa jest 100R%.

Polisa ma trwaé k lat.

Odpowiednia sktadka jest suma k sktadowych, czyli
V=WVi+VWV+...4+ Vi, gdzie
o
\/I_ — pl .
1+ R)

Uwaga: Nalezy zauwazy¢ ze V; jest czeScig skfadki, ktéra pokrywa
oczekiwane koszty wynikajace z mozliwosci $mierci w i-tym roku
polisy.
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Przyktad 4.2

Zakfadamy ze osoba w wieku 40 chce ubezpieczenie zyciowe na
nastepne 3 lat.

Wyptata w wypadku $mierci wynosi $100 000.

Roczna stopa procentowa wynosi 4% i nalezy oszacowad
intensywno$¢ zgondéw za pomoca tabeli podanej powyze;.

Wyznaczy¢ i) prawdopodobienstwo $mierci w kazdym roku polisy
ii) odpowiednia sktadke jednorazows.
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Przyktad 4.2

i) Prawdopodobierstwo $mierci w pierwszym roku réwna sie
intensywnodi zgonéw w pierwszym roku, czyli p1 = 0,003020.

Prawdopodobienstwo $mierci w drugim roku réwna sie liczbie
zgonéw w drugim roku (Ng; — Nap) podzielonej przez liczbe
zyjacych w wieku gdy podpisano umowe Nyg.

- 931814
_ Nay = Nop _ 9348906 — 0318148 15050

Nao 9377225
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Przyktad 4.2

Prawdopodobienstwo $mierci w trzecim roku réwna sie liczbie
zgondéw w trzecim roku (Nsz — Ny3) podzielonej przez liczbe
zyjachych w wieku gdy podpisano umowe, Nyg.

~ Nao— N3 9318148 — 9284975
N 9377225

D3 ~ 0,003538.
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Przyktad 4.2

Cena polisy réowna sie sumie cen sktadowych, V = V; + V, 4+ V3,
gdzie V; pokrywa koszt ubezpieczenia w i-tym roku, czyli
Kpi

Vi= —— .
(1+R)

Wiec,
Kp1 100000 x 0,00302

“1fR 1,04

Uwaga: V; jest réwna (tozsamosciowo) cenie polisy jednoroczne;.

Vi = 290,38
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Przyktad 4.2

Analogicznie

Kpz 100000 x 0,003280

Vo= = — 303,26
> (1+ R)? 1,042 ’
Kps 100000 x 0, 003538
Va= = — 314,49
T(1+R)3 1,043 ’

Wiec cena polisy 3-letniej wynosi V/, gdzie

V =V + VW, + V3 =290,38 + 303,26 + 314,49 = 908, 13
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Dtugoterminowe Polisy Zyciowe

W praktyce, polisy sa dtugoterminowe, a sktadki zwykle roczne lub
miesieczne (zaktadamy ze s3 roczne).

Aby okresli¢ wysoko$¢ sktadek sie uwzglednia oczekiwany czas
dalszego zycia, niech to bedzie s (w latach).

W oparciu o to, "$rednia intensywnos¢ zgondw", \, wyraza sie
wzorem A = 1/s.

Czyli jezeli oczekiwany czas dalszego zycia wynosi 50 lat, wtedy
A= g =0,02
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Dtugoterminowe Polisy Zyciowe

Przy zatozeniu ze intensywno$é zgondéw wynosi A,
prawdopodobienstwo tego ze klient umiera w i-tym roku polisy
wynosi p; = A(1 — \)I71,

Czyli klient przezyje pierwsze i — 1 lat, a umiera w nastepnym.

Jest to uproszczenie, ktére dziata na korzy$¢ ubezpieczyciela, skoro
przeszacuje prawdopodobienstwo tego, ze klient szybko umiera.

Uwaga: Skoro w praktyce intensywnos¢ zgondw rosnie, na
poczatku polisy intensywno$¢ zgondéw bedzie relatywnie niska.
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Podstawowe Réwnanie Ubezpieczenia Zyciowego

Podstawowe réwnanie ubezpieczenia zyciowego jest postaci

Oczekiwana warto$¢ aktualna sktadek (Vp) = Oczekiwana warto$é
aktualna wyptaty. (V¢)

Polisa nie ma terminu waznosci.

Najpierw zaktadamy ze roczna sktadka wynosi P i wyznaczamy
oczekiwang sume wyptat (wedtug wartosci aktualnych).
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Podstawowe Réwnanie Ubezpieczenia Zyciowego

Sktadka P sie ptaci na poczatku kazdego roku dopdki

ubezpieczony zyje (czyli ptaci pierwsza sktadke w czasie 0, druga w
czasie 1, itp.).

Ubezpieczony jeszcze zyje na poczatku roku i (czyli przezyje i — 1
lat) z prawdopodbiefistwem (1 — \)'~1.

Aktualna wartos$¢ skfadki sptaconej na poczatku roku i wynosi
P
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Podstawowe Réwnanie Ubezpieczenia Zyciowego

Wynika z tego ze (oczekiwana) aktualna wartos¢ sumy sktadek

WYynosi
X 1=\ 1
Vo= P(—=2 =P
& ; <1+R> “1=p

. . . . _ 17)\
gdzie r jest ilorazem, czyli r = 175.

Uwaga: Jest to suma geometryczna, w ktorej pierwszy element
réwna sie P.
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Podstawowe Réwnanie Ubezpieczenia Zyciowego

Teraz rozwazamy oczekiwang warto$¢ aktualng wyptaty po Smierci
ubezpieczonego.

Prawdopodobienstwo tego iz ubezpieczony umiera w i-tym roku
wynosi p; = A\(1 — )7L

Skoro wyptata zachodzi na koncu tego roku, jej aktualna warto$é

. K
wynosi W .

Oczekiwana warto$¢ aktualna wyptaty wynosi

= piK E (1-N)IAK
O DRI et
P (1+R) P (1+R)
Wiec
AK

—i—Ri(l—l—R)i_l

i=1

24/39



Podstawowe Réwnanie Ubezpieczenia Zyciowego

Jest to suma geometryczna, w ktérej pierwszy element jest

AK
Cc = 1+R"
lloraz wynosi r = lll—g.
Wiec
AK 1
Ve=——=x .
CT1fRT1-r

Skoro przy cenie sprawiedliwej Vp = V¢, wynika z tego ze

AK

P = .
1+R
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Podstawowe Réwnanie Ubezpieczenia Zyciowego

Jest to réwne sktadce jednorazowej w przypadku ubezpieczenia
jednorocznego gdy A = m;.

Ma to sens, bo gdy sktadki sg biezace przy statej umieralnosci, jest
to rodzaj ciggu polis jednorocznych.

W rzeczywistos$ci sktadki s3 state, ale intensywnos¢ zgondéw ogbdlnie
ro$nie wraz z wiekiem.
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Podstawowe Réwnanie Ubezpieczenia Zyciowego

Sktadka wyznaczona w ten sposéb jest na poczatku wieksza niz ta
odpowiadajaca intensywnosci zgonéw na poczatku.

W pézniejszych latach sktadka jest mniejsza niz by wynikato z tego
wzoru.

Uwaga: Jezeli polisa zostanie zawarta na T lat, sktadka bytaby
taka sama.
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Przyktad 4.3

Wyznaczy¢ odpowiednia sktadke roczna dla polisy bezterminowej
gdy oczekiwany czas dalszego zycia wynosi 40 lat, stopa

procentowa jest 5% i polisa wyptaci $300 000 po $mierci
ubezpeczonego.
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Przyktad 4.3

Najpierw obliczamy (usredniona) intensywnos$¢ zgondw, A

A=1/s = 1/40 = 0,025
p_ AK__ 300000/40
1+R 1,05

—7142,86
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Polisy mieszane

Wiele polis daje ubezpieczenie zyciowe oraz zagwarantowana
wyptata w wypadku przej$cia na emeryture.

Zaktadamy ze wyptata w wypadku $mierci lub przejscia na
emeryture wynosi K.

Zaktadamy ze osoba ma przyj$¢ na emeryture za T lat.

Oczekiwany czas dalszego zycia wynosi s, czyli intensywnos¢
2 Sy 1
zgondw wynosi A = <.
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Polisy mieszane

Sktadka roczna P (ptacona w czasie 0,1,..., T — 1) dzielimy na
sktadke ubezpieczeniowa, P, i sktadke emerytalna, Pe.

Woyptate mozna tez podzieli¢ na dwie czesci: 1) wyptata z powodu
$mierci, 2) wyptata z powodu przejscia na emeryture.

Jak poprzednio, sktadka, ktéra pokrywa koszty ubezpieczenia,

Wynosi
AK

P, = :
1+R
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Polisy mieszane

Oczekiwana suma sktadek odpowiadajacych emeryturze (wedtug
wartosci aktualnej), V5, ma by¢ réwna oczekiwanej wartosci
aktualnej wyptaty w wypadku przejscia na emeryture, V¢.

Oczekiwana warto$¢ aktualna wyptaty w wypadku przejscia na
emeryture réwna sie iloczynowi prawdopodobienstwa tego ze osoba
przezyje do emerytury z wartoscig aktualng tej wyptaty.

Prawdopodobienstwo tego ze ubezpieczony przezyje do emerytury
to (1—-M\)T7.

Warto$¢ aktualna wyptaty w tym wypadku wynosi AR
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Polisy mieszane

Wiec

=

>

gdzie r =
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Polisy mieszane

Oczekiwana suma sktadek emerytalnych (wedtug wartosci
aktualnej) jest tej samej postaci co oczekiwana suma sktadek przy
zwyktej polisie dtugoterminowe;.

Jedyna zmiana jest to ze polisa ma termin T lat, czyli

i—1 1_rT
Vg = Pe = [7
P Z (1+R) XTI
gd2|er:11+—f?
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Polisy mieszane

Skoro V§ = V&, mamy

1—rT

— KrT
1—r r

P. x

Wynika z tego ze skfadka emerytalna spetnia

p. — Kr'(1— r).
1—rT

Uwaga: W praktyce wyptata w wypadku $mierci moze by¢ rézna
od wyptaty w wypadku przejscia na emeryture. Skoro metoda ta
raczej niedoszacowuje prawdopodobiefnstwo przejscia na emeryture
nalezy uzywa¢ bardziej zaawansowanych metod wyceny, szczegdlnie
gdy wypfata przy przejsciu na emeryture jest stosunkowo wysoka w
poréwnaniu do wyptaty po $mierci.
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Przyktad 4.4

Wyznaczy¢ odpowiednie sktadki roczne dla polisy mieszanej gdy
oczekiwany czas dalszego zycia wynosi 40 lat, czas do emerytury
wynosi 25 lata, polisa wyptaci $300 000 po $mierci ubezpeczonego
lub przy przejéciu na emeryture i stopa procentowa jest 5%.
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Przyktad 4.4

Sktadka ubezpieczeniowa: Analogicznie do Przyktadu 4.3

A=1/s =1/40 = 0,025
~ MK _ 300000/40
14+R 1,05
=7142, 86

Py
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Przyktad 4.4

Sktadka emerytalna: Czas do emerytury - T = 25. lloraz r wyraza
sie wzorem

1-X\  39/40
= - — 2
"TI1¥R 1,05 0,92857

= _ KrT(1—r) 300000 x 0,9285725(1 — 0, 92857)
T 1—rT 1—0,928572
=3985, 12
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Przyktad 4.4

Sktadka catkowita jest suma tych dwdch sktadek, czyli

P = P.+ P, =3985,12 + 7142, 86 = 11127, 98.
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