10. Wstep do Teorii Gier

Definicja Gry Matematycznej
Gra matematyczna spetnia nastepujace warunki:
a) Jest co najmniej dwdch "racjonalnych” graczy.

b) Zbiér mozliwych dezycji kazdego gracza zawiera co najmniej
dwie akcje.

c) (Oczekiwana) wyptata gracza istotnie zalezy od zaréwno swoje;j
akcji jak i akcji pozostatych graczy.
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Definicja Gry Matematycznej

Wedtug takiej definicji, ruletka nie jest gra matematyczng, skoro
oczekiwana wyptata zalezy tylko od strategii uzywanej przez
samego gracza, a nie od strategii uzywanych przez pozostatych
graczy.

Loteria (Totolotka) jest gra matematyczna (o ile ze nikt nie moze
zrezygnowac z loterii). Prawdopodobienstwo tego ze osoba wygra
loterie nie zalezy od strategii pozostatych graczy. Natomiast osoba
maksymalizuje swoja wypftate, gdy wybiera liczby, ktére nie sg
wybrane przez innych graczy.

(prawdopodobienstwo tego ze osoba wygra loterie zawsze bedzie
taka sama, ale gdy osoba trafi, wtedy musi podzieli¢ pule z innymi,
ktérzy tak samo wybrali).
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Posta¢ Macierzowa Gry 2-Osobowej

Zaktadamy ze kazdy gracz podejmuje decyzje z skonczonego zbioru
akgji.

Kazdy wiersz macierzy gry 2-osobowej odpowiada akgcji gracza 1, a
kazda kolumna odpowiada akcji gracza 2.

Kazda komérka macierzy gry zawiera wektor wyptat, i-ta sktadowa
tego wektora jest wyptata i-tego gracza.
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Posta¢ Macierzowa Gry 2-Osobowej

Na przyktad, nastepna macierz okre$la gre typu " Jastrzab - Gotab”

J G
J | (-2,-2) | (4,0)
G| (04) | (22)

Na przyktad, gdy gracz 1 wybiera J a gracz 2 wybiera G, gracz 1
otrzymuje wyptate 4 a gracz 2 otrzymuje wyptate 0.
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Posta¢ Macierzowa Gry 2-Osobowej

Ogolnie, dwuosobowa gra macierzowa jest opisana przez

1. Zbiér mozliwych akcji gracza 1, A= {a1,a2,...,am}

2. Zbiér mozliwych akgji gracza 2, B = {b1, bz, ..., bp}.

3. Macierz z m x n wektorami dwuwymiarowymi, ktéra
okresla wyptaty obu graczy przy kazdej kombinacji
akcji. Wyptata gracza k gdy gracz 1 wybiera a; a
gracz 2 wybiera b; jest oznaczona przez Ry(aj, bj).
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Posta¢ Macierzowa Gry 2-Osobowej

Zaleta postaci macierzowej jest swoja prostota.

Wada jest to, ze zaktada iz gracze wybieraja swoje akcje
jednoczesnie. Czyli akcje mozna zinterpretowaé jako strategie,
ktére s wybrane na poczatku gry.

Pézniej, rozréznimy pojecie akcji od pojecia strategii.
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Gry o Sumie State]

Gra jest gra o sumie stafej, gdy suma wyptat jest stata (czyli nie
zalezy od kombinacji akgji).

Gra jest gra o sumie zerowej, gdy suma wyptat zawsze réwna sie 0
(niezaleznie od kombinacji akgji).

Gra o sumie statej k nie r6zni sie istotnie od gry o sumie zerowej.
Sedzia mégtby daé kazdemu graczowi k/2 i sprawié ze gracze graja
w gre gdzie wszystkie wypfaty sa obnizone o k/2 (jest to gra o
sumie zerowej).

Gry 2-osobowe o sumie statej s3 grami Sciéle konkurencyjnymi. Gdy
jeden gracz zyska, drugi gracz z definicji straci tyle samo.
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Gra w Postaci Rozszerzonej (Ekstensywnej)

W wielu przypadkach, np. szachy, ruchy sa sekwencyjne.

Mozna opisaé taka gre za pomoca drzewa graficznego. Kazdy
wierzchotek reprezentuje stan gry przed ruchem danego gracza.

Kazda krawedz reprezentuje mozliwy ruch gracza w tym stanie.

Kazdy wierzchotek krancowy reprezentuje pewien stan koncowy i
odpowiada wektorowi wypftat.
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Asymetrzyczna Gra " Jastrzab - Gotab”

Gracz 1

Gracz 2

(-2,-2) (40) (04) (2,2
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Asymetrzyczna Gra " Jastrzab - Gotab”

W takiej grze najpierw gracz 1 decyduje czy ma gra¢ J czy graé G.

Gracz 2 obserwuje decyzje gracza 1 a potem decyduje czy ma gra
J czy gra¢ G.

Na przyktad, gdy gracz 1 wybiera J a gracz 2 wybiera G, wtedy
gracz 1 dostanie wyptate 4 a gracz 2 dostanie wypftate 0.
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Asymetrzyczna Gra " Jastrzab - Gotab”

Pozornie, gra ta wyglada identycznie do gry macierzowej " Jastrzab
- Gotab" opisanej powyze;.

Aby zrozumieé na czym polega réznica miedzy tymi grami, trzeba
rozréznié strategie od akgji.

Gdy gra jest opisana w postaci ekstensywnej, strategia gracza
okresla, ktéra decyzja ma zostaé podjeta we wszystkich
wierzchotkach gdzie gracz ma podja¢ decyzje.

Akcja wynika z pojedynczej decyzji.
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Asymetrzyczna Gra " Jastrzab - Gotab”

W tej grze, najpierw gracz 1 wybiera albo J albo G. To jego
jedyny wybor. Wiec strategie gracza 1 odpowiadaja jego mozliwym
akcjom (J i G).

Natomiast, skoro gracz 2 obserwuje decyzje gracza 1, decyzja
gracza 2 moze uwzgledni¢ decyzje gracza 1.

Dla obu decyzji gracza 1, gracz 2 ma dwie mozliwe decyzje. Wiec,
ma 2 X 2 = 4 mozliwe strategie.

S3 one opisane na nastepnym slajdzie.
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Asymetrzyczna Gra " Jastrzab - Gotab”

W tej grze asymetrycznej, zbior strategii gracza 2 jest nastepujacy:
1. J|J,J|G, czyli gra¢ J gdy gracz 1 wybiera J a gra¢ J
gdy gracz 1 wybiera G, innymi stowy zawsze grac J.
2. J|J, G|G, czyli podja¢ te sama decyzje co gracz 1.
3. G|J, G|G, czyli zawsze wybraé G.
4. G|J,J|G, czyli wybra¢ G gdy gracz 1 wybiera J a
gra¢ J gdy gracz 1 wybiera G.
W grze macierzowej opisanej powyzej, decyzja gracza 2 nie moze
uwzgledni¢ decyzji gracza 1. Wiec w tym przypadku, gracz 2 ma

tylko dwie mozliwe strategie, ktére opowiadaja jego decyzjom, J
oraz G.
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Ruchy Symultaniczne i Gry w Postaci Ekstensywne;j

Chociaz gra w postaci ekstensywnej zwykle opisuje gry, w ktérych
decyzje s3 podjete jedna po drugiej, mozna zaadaptowa¢ opis
takich gier aby uwzgledni¢ mozliwo$¢ symultanicznych ruchéw.

Sie robi to za pomoca tak zwanych " zbioréw informacyjnych”.
Zaktadamy ze dwa wierzchotki reprezentujg stany, w ktérych
poszczegdlny gracz ma podjaé decyzje a gracz ten nie moze
rozrézniaé jednego stanu od drugiego.

Wtedy wierzchotki te naleza do tego samego zbioru
informacyjnego. W postaci ekstensywnej zbiér informacyjny jest
umieszczony w jednym " pudetku”.

Decyzja gracza moze uwzglednic tylko zbiér informacyjny, w
ktérym obecnie sie znajduje.
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Symetrzyczna Gra " Jastrzab - Gotab” w Postaci
Ekstensywnej

Gracz 1
J G

e >\]Gracz 2
J G J G

(-2,-2) (40) (04) (2,2

W tym przypadku obaj gracze maja dwie mozliwe strategie: J i G.
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Przeksztatcenie z Postaci Ekstensywnej w Postac
Macierzowa

Aby przeksztatci¢ z postaci ekstensywnej w postaé macierzowa:
1. Sporzadzic liste strategii obu graczy
2. W postaci macierzowej, wiersze odpowiadaja

strategiom gracza 1 a kolumny odpowiadaja
strategiom gracza 2.

3. Wyznaczamy wektor wyptat odpowiadajacy kazdej
parze strategii (para strategii zawsze definiuje jakie
decyzje zostang podjete).
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Przeksztatcenie z Postaci Ekstensywnej w Postac
Macierzowa

Nalezy zauwazy¢ ze kazda gra w postaci ekstensywnej ma
jednoznaczna posta¢ macierzowa (poza tym ze mozna inaczej
oznaczy¢ i uporzadkowac strategie).

Natomiast, mogga istnie¢ rézne gry w postaci ekstensywnej, ktére
maja te samg postaé macierzows.

Wiec, ogblnie nie mozna przeksztalci¢ z postaci macierzowej w
postaé ekstensywna.

Intuicyjnie, wynika to z faktu ze postaé ekstensywna daje wiecej
informacji o sposobie, w ktéry sie gra w pewnga gre.
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Przykfad 10.1 - Przeksztatcenie Asymetrycznej Gry

" Jastrzab-Gotab” z Postaci Ekstensywnej w Postac
Macierzowa

Najpierw, rozwazamy jakie strategie sa stosowalne przez obu
graczy.

Gracz 1 po prostu wybiera jedng akcje spoéréd J a G. Wiec
oznaczamy jego strategie czyste jako J i G, odpowiednio.
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Przyktad 10.1

Tak jak opisano powyzej, gracz 2 moze oprze¢ wybér akcji na
wyborze gracza 1. Wiec gracz 2 ma 4 mozliwe strategie czyste
(opisane ponizej)

1. Zawsze wybra¢ J, czyli (J|J,J|G).

2. Zawsze wybra¢ G, czyli (G|J, G|G).

3. Wybra¢ te sama akcje co gracz 1, czyli (J|J, G|G).

4. Wybraé "odwrotnie” do gracza 1, czyli (G|J, J|G).
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Przyktad 10.1

W oparciu o strategie stosowane przez graczy, mozna okresli¢,
ktéra para akcji zostanie podjeta.

Mozna to przedstawi¢ w postaci macierzowej. Wiersze odpowiadaja
strategiom gracza 1, a kolumny odpowiadaja strategiom gracza 2.

Zawsze J | Zawsze G | Tak jak gracz 1 | Odwrotnie do gracza 1
T () | (4,06 0,J)) U, 6)
¢ (6J) [ (6.6 | (606 (G.,J)
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Przyktad 10.1

Wyptaty graczy odpowiadaja parze akcji podjetej. Wiec macierz
wyptat jest

Always J | Always G | Tak jak gracz 1 | Odwrotnie do gracza 1
(_27_2) (47 0) (_27 _2) (470)
(0,4) (2,2) (2,2) (0,4)

O <
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Informacja Petna a Informacja Doskonata

Gra jest gra z petna informacja gdy obaj gracze wiedzg jakie
strategie s3 dostepne innym graczom i znaja wektory wyptat przy
kazdej mozliwej kombinacji strategii.

W dodatku, gdy kazdy gracz wie, na ktérym wierzchotku sie
znajduje w postaci ekstensywnej gdy ma podja¢ decyzje, wtedy jest
to gra z doskonatg informacja.
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Informacja Petna a Informacja Doskonata

Na przykfad, szachy s3 gra z doskonaty informacja (przy zatozeniu
ze wyptata jest 1 gdy sie wygrywa, 0,5 gdy sie remisuje a 0 gdy sie
przegrywa), skoro stan gry jest zawsze znany obu graczom i kazdy
gracz wie jakie ruchy s3 dostepne drugiemu graczowi.

Brydz nie jest gra z doskonata informacja, skoro gracz nie wie jak
sg podzielone karty wsrdd pozostatych graczy.

Z drugiej strony, mozna argumentowac ze jest to gra z petna
informacja, skoro punktacja jest dobrze zdefiniowana i gracze
wiedza jak inni moga gra¢ (chociaz petny opis strategii jest bardzo
ztozony).
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Rozwigzywanie Gier z Doskonata Informacja

W grach z doskonata informacja, ruchy s3 wykonane po kolei oraz
kazdy z wczesniejszych ruchdw jest znany obu graczom.

Mozna rozwigzac¢ takie gry za pomoca rekursji w oparciu o postac
ekstensywna.

Rozawazamy dwa pojecia rozwigzania takiej gry w oparciu o
asymetryczna gre " Jastrzab-Gotab”
1. Rozwigzanie minimaksowe.

2. Réwnowaga Nasha.
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Asymetrzyczna Gra " Jastrzab - Gotab”

Gracz 1

Gracz 2

(-2,-2) (40) (04) (2,2
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Rozwigzanie minimaksowe

Przy rozwigzaniu minimaksowym, gracz i zaktada ze gracz j ma na
celu zminimalizowanie wyptaty gracza i.

Gracz i maksymalizuje swoja wyptate przy tym zatozeniu.

Wiec gracz, ktéry wykonuje ostatni ruch, po prostu maksymalizuje
swoja wyptate przy poprzednich decyzjach.
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Rozwigzanie minimaksowe

W asymetrycznej grze " Jastrzab-Gotab”

Gdy gracz 1 wybrat J, gracz 2 powinien wybra¢ G (dostanie
wyptate 0 zamiast -2).

Gdy gracz 1 wybrat G, gracz 2 powinien wybra¢ J (dostanie
wypfate 4 zamiast 2).

Wiec optymalna strategia gracza 2 jest (G|J, J|G), czyli G po J, a
J po G.
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Rozwigzanie minimaksowe

Gracz 1 zaktada ze gracz 2 chce zminimalizowa¢ jego wyptate.
Wiec gracz 1 powinien rozwazy¢ minimalng z mozliwych wypftat
wynikajacych z danej akgji.

Gdy gracz 1 wybiera J, jego minimalna wyptata wynosi -2 (gdy
gracz 2 tez wybiera J).

Gdy gracz 1 wybiera G, jego minimalna wyptata wynosi 0 (gdy
gracz 2 wybiera J).

Wynika z tego iz gracz 1 powinien wybra¢ G.
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Rozwigzanie minimaksowe

Wiec przy rozwigzaniu minimaksowym, gracz 1 powinien wybraé
G. Gdy gracz 1 wybrat J, gracz 2 powinien wybraé¢ G a gdy gracz
1 wybrat G, gracz 2 powinien wybraé J, czyli gracz 2 korzysta z
strategii (G|J, J|G).

Nalezy zauwazaé ze para akcji wykonanych przy tych strategii jest
(G,J), czyli gracz 1 wybiera G, a gracz 2 wybiera J.
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Réwnowaga Nasha

Przy réwnowadze Nasha, gracz i zaktada ze inny gracz, gracz J,
chce zmaksymalizowaé swoja wyptate. Gracz i maksymalizuje
swoja wypfate przy tym zatozeniu.

Skoro gracz 2 maksymalizuje swoja wyptate przy decyzji gracza 1
(juz podjetej), analiza ruchu gracza 2 jest identyczna do tej dla
rozwigzania minimaksowego.

Czyli, jak poprzednio, gdy gracz 1 wybrat J, gracz 2 wybiera G.
Gdy gracz 1 wybrat G, gracz 2 wybiera J.
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Réwnowaga Nasha

Wracajac do pierwszego ruchu, gracz 1 zaktada iz gracz 2 korzysta
z optymalnej odpowiedzi (ktéra maksymalizuje wyptate gracza 2).

Wiec, gdy gracz 1 wybiera J, gracz wybiera G a gracz 1 otrzymuje
wyptate 4.

Gdy gracz 2 wybiera G, gracz wybiera J a gracz 1 otrzymuje
wyptate 0.

Wynika z tego iz gracz 1 powinien wybraé J.
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Réwnowaga Nasha

Wiec przy réwnowadze Nasha, gracz 1 powinien wybraé J. Gdy
gracz 1 wybrat J, gracz 2 powinien wybraé G a gdy gracz 1 wybrat

G, gracz 2 powinien wybra¢ J, czyli gracz 2 korzysta z strategii
(G|J,J|G).

Wiec para akgji wykonanych przy réwnowadze Nasha jest (J, G),
czyli gracz 1 wybiera J, a gracz 2 wybiera G.
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Istnienie rozwigzania - minimaksowe, rownowaga Nasha

Mozna pokazaé ze zawsze istnieje rozwigzanie (minimaksowe lub
réwnowaga Nasha) gry z doskonata informacja.

Jezeli gracze nie s3 obojetni wobec dwdch réznych akgcji, istnieje
dokfadnie jedno rozwiazanie (przy danym pojeciu rozwigzania).

Kazdy wektor wyptat odpowiadajacy rozwigzaniu takiej gry
nazywamy wartoscig gry (wartosciag minimaksowa lub Nasha, jak
odpowiednio).
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Sciezka akcji przy réwnowadze oraz réwnowaga doskonata
w podgrach

Zbidr akcji obserwowanych przy réwnowadze Nasha gry z
doskonata informacja nazywamy $ciezka akcji przy réwnowadze.

W asymetrycznej grze " Jastrzab-Gotab”, Sciezka przy réwnowadze
jest (J, G).

Warto$¢ Nasha jest (4,0) [analogicznie wartos¢ minimaksowa jest
(0,4)].

Z drugiej strony, Sciezka ta nie opisuje jak gracz 2 powinien
reagowac na "btedy” gracza 1, czyli jak gracze powinni sie
zachowad poza t3 Sciezka.

Sie méwi ze réwnowaga jest doskonata w podgrach, gdy
zaczynajac od dowolnego wierzchotka drzewka opisujacego gre,
gracze graja wedtug réwnowagi Nasha dla odpowiedniej podgry.
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Sciezka akcji przy réwnowadze oraz réwnowaga doskonata
w podgrach

W tym przypadku nalezy poda¢ optymalna odpowiedz gracza 2 na
kazda akcje gracza 1 oraz optymalng akcje gracza 1.

Akcje te zostaty wyznaczone za pomoca procedury rekursywne;.

Najlepsza odpowiedzig gracza 2 na J jest G, a jego najlepsza
odpowiedzig na G jest J.

Wiec strategia gracza 2 w rébwnowadze doskonatej jest (G|J, J|G).

Strategia gracza 2 w réwnowadze doskonatej jest J.
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