Matematyka Ekonomiczna

David Ramsey, Prof. PWr

e-mail: david.ramsey@pwr.edu.pl
strona domowa: www.wiz.pwr.edu.pl/pracownicy/david-ramsey
Pokéj 5.16, B-4
Godziny konsultacji: sroda 11-13,
czwartek 16-18

1-wszy pazdziernika, 2020

1/34



Zarys Kursu

1. Stopy procentowe, inflacja i dyskontowanie

>
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Warto$¢ aktualna ciggu przysztych wypftat.
Ubezpieczenie zyciowe.

Teoria podazu i popytu.

Podatki (bezposrednie i posrednie).
Wstep do teorii decyzji.

Wstep do teorii gier.

Zastosowanie teorii gier w ekonomii.
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1.1 Nominalna i aktualna warto$¢ przychodéw

Nawet gdy nie ma inflacji, "racjonalna osoba” woli dosta¢ 100zt
dzisiaj niz za miesiac.
Wynika to z dwéch czynnikéw

1. Moge korzystaé z tych pieniedzy teraz, a nie dopiero
za miesiac.

2. Niepewno$¢. Czy naprawde za miesigc dostane te
pienigdze?

Nominalna warto$¢ pieniedzy (np. warto$¢ podana na banknocie
lub monecie) nie zmienia sie w czasie. Tutaj to 100zt.
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Dyskontowanie przysztych dochodéw

Fakt ze rzeczywista warto$¢ pieniedzy zalezy od czasu jest
najtatwiej odzwierciedlony za pomoca dyskontowania
wyktadniczego (geometrycznego).

Aktualna warto$¢ przychodu o wartosci x, ktéry ma zaj$¢ za t
jednostek czasowych, wynosi V(x; t), gdzie

V(x;t) = xa',
« jest czynnikiem dyskontujacym (dyskontem), 0 < @ < 1.

Aby poréwnaé dwie oferty, ktére maja zajé¢ w réznych czasach,
poréwnujemy wartosci aktualne tych ofert.

Gdy aktualne wartosci dwéch ofert s3 rowne, sie méwi ze osoba
jest obojetna wobec tych ofert.
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Przyktad 1.1

Zaktadamy ze dyskonto (roczne) wynosi 0,9.

Wyznaczy¢ aktualng warto$¢ kwoty 100zt, ktéra osoba ma dostaé
za t lat, gdzie t =1,2,3.
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Przyktad 1.1

V(100; 1)=100 x 0.9 = 90
V(100;2)=100 x 0.92 = 81
V(100; 3)=100 x 0.9° = 72.90
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Zmiana jednostki czasu

Zwykle sie okresla dyskonto w skali rocznej, «.
Czasami chcemy okresli¢ dyskonto w skali miesiecznej lub dziennej.

Zaktadamy ze rok skfada sie z k jednostek czasu (np. gdy
jednostka jest miesiac, k = 12), wtedy dyskonto na jednostke

czasu wynosi ap, gdzie
Kk
Oép = \/a

oraz « jest dyskontem w skali rocznej.
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Zmiana jednostki czasu

Zakfadamy ze dyskonto w skali rocznej jest 0,9. Wtedy, dyskonto
w skali miesiecznej wynosi

ap, = /0,9 ~ 0,99126.

Uwaga: na skali rocznej (12 miesiecy), dyskonto wynosi oz},2 =0,9.
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Zalety dyskontowania wyktadniczego

Dyskontowanie wyktadnicze posiada wtasno$é¢ zwang " sp6jnoscia
czasowa", czyli

Gdy osoba jest obojetna wobec wyboru: i) x; teraz, lub ii) x» za t
jednostek czasu

wtedy osoba ta jest obojetna wobec wyboru: i) x; za k jednostek
czasu, a ii) xp za k + t jednostek czasu.

Czyli wybér zalezy tylko od odlegtosci czasowej miedzy realizacjami
tych ofert.
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Zalety dyskontowania wyktadniczego

Na przykfad, gdy osoba jest obojetna wobec wyboru: i) 90zt
dzisiaj, lub ii) $100 za rok,

wtedy, przy dyskontowaniu wyktadniczym, bedzie obojetna wobec
wyboru: i) 90zt za 5 lat, lub ii) $100 za 6 lat.

Uwaga: zwrot " obojetna wobec” mozemy zastgpié¢ "woli ... od” lub
"nie woli ... od" a argument wciaz zachodzi.
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Wady dyskontowania wyktadniczego

W rzeczywistosci, natychmiastowe wyptaty s3 bardziej premiowane
niz wynika z metody dyskontowania wykfadniczego, np.
nastepujace preferencje sg dosy¢ czesto spotykane.

a) osoba woli dosta¢ 90zt teraz niz 100zt za rok, ale
b) nie woli dosta¢ 90zt za 5 lat niz 100zt za 6 lat.

Takie preferencje s3 niedopuszczalne przy dyskontowaniu
wyktadniczym.
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Dyskontowanie kwasi-hyperboliczne

Przy dyskontowaniu kwasi-hyperbolicznym, aktualna warto$¢
przychodu x, ktéry ma zaj$¢ za t jednostek czasu, gdzie t > 0,
wynosi V(x; t), gdzie

V(x;t) = xBal,
O<a<loraz0< (<1

Parametr § opisuje stopien promowania natychmiastowych wyptat.

Im wieksze /3, tym bardziej cierpliwa jest osoba ta (tym mniej
promuje natychmiastowe wyptaty).

B =1 odpowiada dyskontowaniu wyktadniczemu.
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1.2 Oprocentowanie proste i ztozone

Gdy inwestujemy pieniadze, oczekujemy zeby nominalna warto$¢
tej inwestycji rosnie wzgledem czasu (i zeby warto$¢ aktualna
przynajmniej nie malata).

Zaktadamy ze sie stosuje oprocentowanie proste o rocznej stopie
procentowej 100R% do pewnej inwestycji o wstepnej wartosci x

Witedy, nominalna wartos$¢ inwestycji rosnie o Rx co roku.

Czyli oprocentowanie zawsze jest obliczone na bazie wstepnej
kwoty.
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Oprocentowanie proste

Wynika z tego ze warto$¢ nominalna inwestycji wstepnej kwoty x
przy oprocentowaniu prostym o stopie 100R% po t jednostkach

czasowych wynosi
I(x;t) = x(1 4+ Rt)

Uwaga: gdy zastosowano oprocentowanie proste o stopie 5%
rocznej, wtedy inwestycja wstepnej kwoty 100zt rosnie o 5zt
rocznie.
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Oprocentowanie ztozone

W praktyce, zastosowano oprocentowanie ztozone.

Zakfadamy ze zastosowano oprocentowanie ztozone o rocznej
stopie 100R% wobec inwestycji wstepnej kwoty x

Witedy warto$é nominalna tej inwestycji jest pomnozona przez
(1+ R) co jednostke czasu.

Czyli oprocentowanie zawsze dotyczy obecnej wartosci nominalnej
inwestycji.
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Oprocentowanie ztozone

Wynika z tego ze gdy zastosowano oprocentowanie ztozone o
stopie 100R%, po t jednostkach czasu warto$é nominalna
inwestycji o wstepnej warto$ci x wynosi

I(x;t) =x(1L+R)"
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Przyktad 1.2

Zaktadamy ze zainwestowano 1000zt.

Woyznaczy¢ nominalng warto$¢ inwestycji i) po 3 latach, ii) po 7
miesigcach.

gdy oprocentowanie jest
a) proste o stopie 5% rocznie,
b) ztozone o stopie 3% rocznie
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Przyktad 1.2

V(x;t)=x(1+ Rt), R =0.05
i) V(1000;3)=1000(1 + 3 x 0.05) = 1150

i) V(1000;7/12)=1000 <1 LI 0'05) —1029.17
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Przyktad 1.2

V(x;t)=x(1+ R)!, R=0.03
i) V(1000;3)=1000(1 + 0.03)* = 1092.73
i) V(1000;7/12)=1000(1 + 0.03)"/12 = 1017.39
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Na boku

"Nasi kupcy i najwieksi producenci ostro narzekaja na wptyw
wysokich zarobkdéw na wzrost cen swoich produktéw, ktéry obniza
sprzedaz zaréwno krajowa jako zagranicznga.

Nie mdwia nic o negatywnych skutkach wysokich zyskéw.
Milcza sie wobec szkodliwych efektéw swoich dochoddéw.

Narzekaja tylko o zyskach innych oséb”.
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1.3 Aspekty Praktyczne - Kapitalizacja

Wozory podane powyzej zaktadaja ze natozono oprocentowanie w
czasie ciggtym, czyli t moze przyja¢ dowolna (nieujemna) wartos¢.

W praktyce, nominalna warto$¢ inwestycji jest kapitalizowana pod
koniec danego okresu, np. oprocentowanie jest natozone codziennie
lub co kwartat.

W tym przypadku, wzory podane powyzej s3 wiasciwe tylko pod
koniec danego okresu (czyli aby zastosowaé wzory te, musimy
wyznaczy¢ czas ostatniej kapitalizacji w latach).

Obliczamy odsetki w oparciu o stope roczna.

Zakfadamy ze rok sktada si¢ z 12 miesiecy a miesigc trwa 30 dni.
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Efekt Kapitalizacji - Oprocentowanie Ztozone

Wartosé nominalna inwesycji
Kapitalizacja ciagta i kwartalna (stopa 20% rocznie)

| 10| Ciagla
B Kwartalna

000"

Czas
(lata)
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Przyktad 1.3

a) Zaktadamy ze natozono oprocentowanie proste o stopie rocznej
7,2%. Zainwestowano 200PLN. Wyznaczy¢ nominalng wartos¢ tej
inwestycji po 160 dniach, gdy inwestycja jest kapitalizowana

i) co miesiac.

ii) co kwartat (1 kwartat to 3 miesigce).

b) Wyznaczy¢ odpowiednie warto$ci, gdy natozono oprocentowanie
ztozone.
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Przyktad 1.3

Uwaga: Czas ostatniej kapitalizacji odpowiada liczbie skonczonych
okresow.

n.p. 160 dni to 5 miesiecy z haczykiem, czyli 5 skofczonych
miesiecy.

Wiec gdy kapitalizacja zachodzi co miesigc (kwartat), aby
wyznaczy¢ warto$¢ inwestycji, liczba okreséw jest zawsze
zaokraglona w dét do catkowitej liczby miesiecy (kwartatéw).

160 dni jest mniej niz 2 kwartaty (6 miesigce = 180 dni). Wiec jest
tylko jeden skonczony kwartat.

Zawsze liczymy czas w latach, wiec w pierwszym przypadku czas
ostatniej kapitalizacji wynosi 5/12, w drugim przypadku 1/4.
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Przyktad 1.3

Oprocentowanie proste: V = x(1 + Rt).

a) i) 160 dni to 5 petnych miesiecy (410dni). Wiec, t = 5/12
(czas w latach)

072
V:200<1+5X1020):206

ii) 160 dni to 1 petny kwartat. Wiec, t = 1/4.

.072
V =200 (1 + Oi) = 203.60
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Przyktad 1.3

Oprocentowanie ztozone: V = x(1 + R)*.

b) i) 160 dni to 5 petnych miesiecy (410dni). Wiec, t = 5/12
V = 200(1 + 0.072)>/12 = 205.88
ii) 160 dni to 1 petny kwartat. Wiec, t = 1/4.

V = 200(1 + 0.072)'/* = 203.51
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Czas potrzebny aby wartos¢ inwestycji osiggneta okreslong
kwote

Teraz rozwazamy czas potrzebny zeby warto$¢ inwestycji osiggneta
okreslong kwote k (zakfadamy ze kapitalizacja jest ciggta).

Przy oprocentowaniu prostym, musimy rozwigza¢ réwnanie liniowe
x(1 4 Rt) = k aby wyznaczy¢ t.

Przy oprocentowaniu zfozonym, musimy rozwigzaé réwnanie

k
x(1+R)t:k:>(1+R)t:;.

Aby to rozwigzaé, bierzemy logarytmy po obu stronach.
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Czas potrzebny aby wartos¢ inwestycji osiggneta okreslong
kwote

Gdy kapitalizacja nie zachodzi w sposéb ciggty, wartos¢ inwestycji
osigga odpowiednig warto$¢ dopiero pod koniec odpowiedniego
okresu.

Najpierw, wyznaczamy odpowiedni czas przy kapitalizacji ciagtej.

Potem nalezy zaokragli¢ liczbe okreséw do gory.
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Przyktad 1.4

Wyznaczy¢ czas podwojenia gdy zastosowano oprocentowanie
ztozone o stopie 6% rocznie a inwestycja jest kapitalizowana

a) w sposéb ciagty
b) co kwartat,
c) miesiecznie.
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Przyktad 1.4

a) Kapitalizacja ciagta.
Trzeba wyznaczyé czas t taki ze 2x = x(1 + 0,06)".

2=1,06"

log 2=log(1,06%)

log2=tlog1,06
log 2

- — 11,8957 (lat
og1,06 118957 (lata)
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Przyktad 1.4

b) Kapitalizacja miesieczna. Wyznaczamy liczbe miesiecy
odpowiadajacych czesci niecatkowitej (po przecinku) i zaokragli¢
do gbry (skoro warto$¢ nominalna inwestycji w czasie t = 11.8957
bedzie mniejsza niz 2x)

0,8957 lat = 0,8957 x 12 miesiecy ~ 10, 75 miesiecy.
Wiec, trzeba 11 lat i 11 miesiecy.
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Przyktad 1.4

c) Kapitalizacja kwartalna. Zaokraglamy do petnej liczby
kwartatéw.

Skoro cze$¢ niecatkowita jest wieksza niz 3/4 roku, zaokraglamy
do petnej liczby lat.

Wiec trzeba 12 lat.
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1.4 Stopa zwrotu z Srodkéw trwatych

Zaktadamy ze przychéd roczny z kapitatu trwatego (np. z
wynajecia mieszkania) o aktualnej wartosci x wynosi /.

Witedy roczna stopa zwrotu, R, wynosi

/
R=-

X

Pomnozac przez 100, otrzymujemy stope zwrotu w skali
procentowej.
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Stopa zwrotu z Srodkéw trwatych

Na przyktad, gdy warto$¢ mieszkania wynosi 400 000zt oraz
miesieczny przychéd z wynajmu wynosi 1 500zt, wtedy roczna
stopa zwrotu wynosi

1500 x 12

R = = 0, 045.
400000 ’
Wiec, procentowa stopa zwrotu wynosi 4,5% rocznie.

Uwaga: Uzywam tej samej notacji dla stopy procentowej oraz
stopy zwrotu, bo obie miary s3 miarami stopy zwrotu z pewnej
inwestycji.
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