9. Funkcje Uzytecznosci

Niech u(x) oznacza uzyteczno$¢ wynikajaca z posiadania x
jednostek pewnego dobra.

Z zatozenia, 0 jest punktem referencyjnym, czyli u(0) = 0. Nalezy
to zinterpretowal jako uzytecznos¢ wynikajaca z braku pewnego
dobra.

u jest funkcja rosnaca (u'(x) > 0), czyli im wiecej jakiego$ dobra
osoba posiada, tym lepiej.

Zaktadamy ze u jest funkcja wklesta (u”(x) < 0), wtedy
uzyteczno$¢ z dwédch jednostek pewnego dobra jest maksymalnie

dwa razy uzyteczno$¢ z jednostki (innymi stowy, uzytecznosé
krancowa maleje wzgledem ilosci dobra juz posiadanego).
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Funkcje Uzytecznosci

Gdy nie ma zadnej losowosci, wtedy maksymalizacja uzytecznosci,
u(x), jest rbwnowazna maksymalizacji x.

Gdy zachodzi losowo$¢, mozna zatozy¢ ze osoba maksymalizuje
E[u(X)].

Natomiast, nie jest to rébwnowazne maksymalizacji oczekiwanej
ilosci dobra w czyjim$ posiadaniu, E(X).

Nalezy zauwazyé ze mnozenie funkcji uzytecznosci przez dodatnia
stata nigdy nie ma wptywu na decyzje osobnika (oczekiwana
uzyteczno$¢ z dowolnej decyzji jest pomnozona przez te stata, wiec
ranking decyzji nie zmienia sie).

Wiec, mozemy zatozy¢ ze np. u(1) = 1.
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Przyktad 9.1

Zaktadamy ze osoba ma dwie mozliwe decyzje:

Decyzja A : gwarantuje $36.

Decyzja B : jezeli wynikiem rzutu moneta jest reszta, osoba
wygrywa $100, inaczej osoba nic nie wygrywa.

a) Ktéra z tych decyzji maksymalizuje oczekiwang wyptate osoby?

b) Przy zatozeniu ze uzyteczno$¢ z $x wynosi \/x, ktéra decyzja
maksymalizuje oczekiwang uzyteczno$¢ osoby?
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Przyktad 9.1

Niech E; bedzie oczekiwana wyptata przy akcji /.

Ea=36
Ep=0x 0.5+ 100 x 0.5 = 50

Wiec, akcja B maksymalizuje oczekiwang wyptate.
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Przyktad 9.1

Niech U; bedzie oczekiwang uzytecznoscia przy akcji A.

Przy akcji A, uzyteczno$¢ zawsze wynosi /36 = 6. Jest to
oczekiwana uzyteczno$é, Ua.

Przy akgji B, uzytecznoé¢ wynosi v/0 = 0 z prawdopobiefistwem
0.5, i wynosi v/100 = 10 z prawdopobienstwem 0.5.

Wiec, Ug =0 x 0.5+ 10 x 0.5 =5.

Wynika z tego, ze akcja A maksymalizuje oczekiwana uzytecznosé.
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Awersja do Ryzyka

Jezeli osoba ma neutralny stosunek do ryzyka, wtedy ona jest
obojetna miedzy wyptata pewnga a loterig, ktéra daje te samg
warto$¢ oczekiwang.

Gdy funkcja uzytecznosci jest liniowa, czyli u”(x) = 0, wtedy taka
osoba ma neutralny stosunek do ryzyka.

Jezeli osoba ma awersje (niechec) do ryzyka, wtedy ona woli
wyptate pewng od loterii, ktéra daje te sama warto$é oczekiwana.

Gdy funkcja uzytecznosci osoby jest Scisle wklesta, u”(x) < 0,
wtedy ona ma awersje do ryzyka (np. gdy u(x) = /x w
Przyktadzie 9.1, osoba woli wyptate pewna od loterii, ktéra daje
nawet wieksza wartos¢ oczekiwang).
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Chec do ryzyka

Jezeli osoba sie charakterzyzuje checig do ryzyka, wtedy woli
loterie od wyptaty pewnej, ktéra réwna sie wartosci oczekiwanej
wyptaty z loterii.

Wedtug klasycznej teorii uzytecznosci, osoby albo maja neutralny
stosunek do ryzyka albo maja awersje do ryzyka.

Natomiast, duzo oséb czesto charakteryzuje sie checia do ryzyka
(kupuja losy na loterig, zaktady sportowe).
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Chec do ryzyka

Zatozenie ze u(2x) < 2u(x), czyli uzytecznos¢ z dwéch jednostek
Jjest maksymalnie dwa razy uzyteczno$é z jednostki wydaje sie
rozsadnie.

Wiec, relatywnie wysoki poziom checi do ryzyka musi wyniknaé z
innego czynnika, ktérego funkcja uzytecznosci nie bierze pod
uwage.

Moze to wynika z faktu ze osoby "dostaj3” pewnag uzyteczno$é,
gdy wygrywaja jaki$ zaktad (lub gdy zaktadaja o wynik meczu,
emocje z ogladania tego meczu sa wieksze).

Po drugie, osoby moga " przeszacowa¢” mate prawdopodobienstwa
(ale tez mozna argumentowac ze w przypadku loterii jest to
zwigzane z wptywem emocji na uzytecznos¢).
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Wielowymiarowe Funkcje Uzytecznosci

Witasnoséci wielowymiarowych funkcji uzytecznosci sg bardzo
podobne do wtasnosci jednowymiarowych funkcji uzytecznosci.

Rozwazamy tylko funkcje dwéch zmiennych u(x, y).

u(x,y) rosnie wzgledem kazdego argumentu (przy ustalone;j
wartosci drugiej zmiennej), czyli ux(x,y) > 0 oraz u,(x,y) >0
(indeksy oznaczaja rézniczkowanie po odpowiedniej zmiennej).

u(x,y) jest wkleste wzgledem kazdego argumentu (przy ustalone;j
wartosci drugiej zmiennej), czyli ux(x,y) < 0 oraz uy,(x,y) < 0.

Ten ostatni warunek méwi ze uzyteczno$¢ krancowa z dodatkowe;j
jednostki danego towaru jest malejaca przy ustalonej ilosci
drugiego towaru.
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Wielowymiarowe Funkcje Uzytecznosci

Zaktadamy ze u(0,0) = 0.

Jak stwierdzono wczesniej, pomnozenie przez stata nie zmienia
rankingu decyzji, wiec mozemy przeskalowaé funkcje uzytecznosci
w dowolny sposéb, np. zatozy¢ ze u(1,1) = 1.

Nalezy zauwazy¢ ze w wypadku jednowymiarowej funkgcji
uzytecznoéci, warunki podane powyzej s3 wystarczajace zeby efekt
skali zawsze byt negatywyny, czyli gdy stan posiadania sie podwaja,
wtedy warto$¢ funkgcji uzytecznosci maksymalnie sie podwaja.

W przypadku funkcji wielowymiarowych, ten warunek nie jest
automatycznie spetniony. Wiec nalezy dodatkowo zatozy¢ ze efekt
skali jest negatywny, mianowicie ze dla k > 1,

u(kx, ky) < ku(x,y).

11/26



Wielowymiarowe Funkcje Uzytecznosci

Na przyktad, u(x,y) = x%7y075 spetnia warunki o

monotonicznosci i wklestosci.

Natomiast,

u(k, ky)=(kx)O73(ky)O-75 = k155075075
=k"2u(x,y) > ku(x,y), gdy k > 1.

Z drugiej strony, gdy a,b > 0 oraz a+ b < 1, wtedy
u(x,y) = x?y® spetnia wszystkie wtadnosci funkcji uzytecznosci.

12/26



9.2 Maksymalizacja uzytecznosci przy ograniczonym
budzecie

Wielowymiarowa funkcja uzytecznosci opisuje (do pewnego
stopnia) preferencje osoby.

Na przyktad, gdy x oznacza liczbe jabtek oraz y liczbe bananéw
oraz niech 0 < o < 1:
1. u(x,y) = x“+ y® - Osoba ogdlnie nie woli jabtek od
bananéw lub odwrotnie (funkcja uzytecznosci jest
symetryczna wobec x i y).
2. u(x,y) = x* - Osoba po prostu nie lubi bananéw
(nie uzyskuje zadnej uzytecznosci z nich).
3. u(x,y) = 3x* + y® - Osoba woli jabtka (przypisuje
im wieksza wage w funkgcji uzytecznosci), ale
przypisuje pewna wartos$¢ réznorodnosci.
Im wieksza «, tym "wiekszy apetyt” osoby (uzyteczno$¢ krancowa

maleje bardzo powoli). 132



Maksymalizacja uzytecznosci przy ograniczonym budzecie

Oczywiscie, gdy osoba ma wybér miedzy réznymi koszykami
towaréw, wybrataby ten, ktéry daje najwieksza uzytecznosé.

W praktyce, osoba powinna zmaksymalizowaé swojg uzyteczno$é
przy danym budzecie.

Niech koszt jednostki towaru 1 bedzie k;, koszt jednostki towaru 2
bedzie ky, a budzet osoby c.

Gdy osoba kupuje x jednostek towaru 1 oraz y jednostek towaru 2,
ograniczenie budzetowe mozna przedstawi¢ jako

kix + koy < ¢
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Maksymalizacja uzytecznosci przy ograniczonym budzecie

Najpierw, zaktadamy ze x oraz y moga przyja¢ dowolne wartosci
nieujemne. Problem maksymalizacji uzytecznosci przyjmuje
nastepujacy postac

max u(x, y)

przy warunku
kix + koy < c

Graficznie, granica obszaru spetniajacego ograniczenie budzetowe
jest prosta o ujemnym nachyleniu.

Gdy funkcja uzytecznosci u(x, y) jest Scisle wklesta wzgledem
swoich argumentéw, czyli u(x,y) < 0 oraz uyy(x,y) < 0, wtedy
wszystkie poziomice funkcji uzytecznosci, czyli wszystkie krzywe
postaci u(x,y) = K, sa wypukfe.
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Maksymalizacja uzytecznosci przy ograniczonym budzecie

Rozwiazanie tego problemu, (x*, y*), odpowiada najwyzszej
poziomicy, ktéra dotyka granicy obszaru spetniajacego ograniczenie
budzetowe. (zob. nastepujacy slajd).

Decydenta nie sta¢ na zaden koszyk towaréw, ktéry daje wyzsza
uzytecznoéé
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Maksymalizacja uzytecznosci przy ograniczonym budzecie -
Interpretacja graficzna

Maksymalizacja Uzytecznosci przy Budzecie
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Maksymalizacja uzytecznosci przy ograniczonym budzecie -
Rozwigzanie analytyczne

Intuicyjnie, gdy x i y moga przyja¢ dowolng wartos¢ nieujemna,
wtedy decydent wydaje caty swdj budzet.

c— k1X

Wynika z tego ze kix + koy = ¢, wigc y =

Korzystajac z tego réwnania, mozemy zredukowa¢ problem do
zagadnienia, wedtug ktérego maksymalizujemy funkcje jednej
zmiennej, mianowicie

( C — klx)
max X .
u y k2
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Maksymalizacja gdy mozna tylko kupi¢ catkowity liczbe
jednostek

Zakfadamy ze towar 1 jest drozszy niz towar 2 oraz przy danym
budzecie mozna kupi¢ maksymalnie n jednostek towaru 1, gdzie
n= Lﬂ oraz | | oznacza cze$¢ catkowita.

Potem poréwnujemy uzyteczno$¢ nastepujacych n+ 1 koszykéw
towardw:

(x,¥) € {(0, m[0]), (1, m[1]), (2, m[2]), ..., (n, m[n])},

gdzie m[x] jest maksymalna liczba jednostek towaru 2, ktéra

mozna kupi¢ gdy decydent kupuje x jednostek towaru 1, czyli
_ | e=kix

mlx] = | <hx|.

Uwaga: Zaktadamy ze decydent nie ma zadnej uzytecznosci z

reszty, ktéra pozostaje mu po transakgcji.
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Przyktad 9.2

Niech uzyteczno$¢ osoby z koszyka zawierajacego x jabtek i y
pomaranczy bedzie u(x,y) = 3y/x + /.

i) Czy osoba ta wolataby koszyk zawierajacy 4 jabtka oraz 1
pomarancze lub koszyk zawierajacy 1 jabtko oraz 9 pomaranczy?

ii) Niech jabtko kosztuje 1zt, a pomarancza kosztuje 50 groszy.
Gdy osoba posiada 4zt, jaki koszyk zawierajacy jabtka i
pomarancze by zmaksymalizowat jej uzyteczno$é? (nalezy zatozy¢
ze trzeba kupi¢ catkowita liczbe jabtek oraz pomaranczy oraz nie
ma uzytecznosci z reszty po zakupach)

iii) Przy zatozeniu ze mozna kupi¢ dowolng ilos¢ tych towardw,
wyznaczy¢ optymalny koszyk.
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Przyktad 9.2

i) Wyznaczamy uzyteczno$ci tych dwéch koszykdw. Nalezy wybrac
koszyk o najwiekszej uzytecznosci.

u(4,1)=3x2+1=7
u(1,9)=3x1+3=6

Osoba woli pierwszy koszyk, czyli 4 jabtka oraz pomarancza.
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Przyktad 9.2

ii) Skoro jabtka kosztuja wiecej, wyznaczamy ile mozna kupi¢
jabtek. Mamy xpax = C% = 4, gdzie k oznacza budzet, a ¢; koszt
jabtka.

Wynika z tego, ze maksymalnie mozna kupi¢ 4 jabtka.

22/26



Przyktad 9.2

Wiec nalezy rozwazy¢ 5 koszykéw (zob. tabele).

Jabtka, x | Reszta | Pomarancze, y u(x,y)
0 4 8 V8 ~ 2.8284
1 3 6 3+ /6 ~ 5.4495
2 2 4 3v2 + 2 ~ 6.2426
3 1 2 3v3 + V2 =~ 6.6104
4 0 0 6

Wiec optymalny koszyk zawiera 3 jabtka oraz 2 pomarancze.
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Przyktad 9.2

iii) Celem jest max u(x, y), gdzie u(x,y) = 3v/x + \/y, przy
ograniczeniu budzetowym

x+ 0.5y = 4.

Z ograniczenia budzetowego mozemy napisaé x jako funkcje vy,
czyli x =4 — 0.5y.

Podstawiamy to do funkcji uzytecznosci i maksymalizujemy to jako
funkcje y.
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Przyktad 9.2

g(y) = u(4—-05y,y) =3/4-05y +/y
Rézniczkujac,

~ 3x0.5x(-0.5) I 1
- J4A-05y 2y

Przyréwnujac pochodna te do zera

g'(y)

1 075
2,/y 4—05y

3
\/4 - 05 :E\/y

9
4 0.5y:%.
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Przyktad 9.2

16
16 -2y =9y =y=—.
y y=Y=1
Z ograniczenia budzetowego
8 36
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